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【 摘 要】 本文介绍了一类关于极大，!$单调映象的完全广义拟变分包含问题，利用预解算
子技巧研究了这类变分包含解的迭代算逼近，证明了解的存在性以及由算法生成的迭代序列的收

敛性。
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一 预备知识

设L为实L6@I:;4空间，具有范数!·!与内积M·，·N，
!L表L的所有非空子集所成的幂集，OP（L）是L中的
所有非空有界闭子集的全体，L（·，·）是OP（L）上的
L9’7>=;AA距离。设&（L）表L上的所有&’(()集的全体G
映象.：L"&（L）称为是&’(()映象，如果#F$L，.
（F）（简记为 .F）是L上的&’(()集且用.F（)）表示)在
.F中的隶属函数G设Q$&（L），D$〔"，%〕那么集合（Q）
DR｛F$L：Q（F）%D｝称为Q的D$切集。
一个闭的&’(()映射.：L"&（L）称为满足条件

（2）的，如果存在映射9：L"〔"，%〕，使得F$L，集
（.F）9（F）
是非空有界的G

显然，如果.是一个闭的且满足条件（2）的&’(()

映射，则#F$L恒有（.F）9（F）$OP（L）G

设!. ，!P ，!O ，!S ，!T ，L"）&（L）是满足条件（2）模
糊映射，则存在函数9，I，?，>，:：L"〔"，%〕L"〔"，%〕

使得对于所有F$L有（!. F）9（F）
$OP（L），（!P F）I（F）$OP

（L），（!O F）?（F）$OP（L），（!S F）>（F）$OP（L）和（!T F）:（F）$
OP（L）G

于是，在&’(()映象!. ，!P ，!O ，!S ，!T 基础上，我们
可以定义五个集值映象.，P，O，S和T如下：

.：L"OP（L），F"（!. F）9（F）， #F$L

P：L"OP（L），F"（!P F）I（F）， #F$L

O：L"OP（L），F"（!O F）?（F）， #F$L

S：L"OP（L），F"（!S F）>（F）， #F$L

T：L"OP（L），F"（!T F）:（F）， #F$L
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!（"#，"$）!% "#&$" ##，$$!
其中!（·，·）是在’(（!）上的!)#*+,%--度量。
定义./0/ 设"：!%’(（!）是一个集值映象，映象1：
!2!%!称为
（3）关于映象"第一变元是强单调：存在一个常数45
6使得

71（8，·）&1（9，·），#&$5&4"#&$"0 ##，
$$!，8$"#，9$($
（33）关于第一变元是:3;*<=3>?连续：存在一个常数@5
6使得

"1（#，·）&1（$，·），#&$"!@"#&$" ##，
$$!
类似地，我们可以定义1（·，·）关于第二变元的
:3;*<=3>?连续性。
定义./A〔B〕 设!：!2!%!是一个单值映象，集值映
象C：!%0!称为

（3）!&单调，若78&9，!（#，$）5&6 ##，$$!，
8$C#，9$C$/
（33）严格!&单调，若78&9，!（#，$）5&6 ##，
$$!，8$C#，9$C$
当且仅当#D$时等号成立。
（33）强!&单调，若存在一个常数%56使得78&9，!（#，
$）5&%"#&$"0##，$$! ，8$C#，9$C$/
（333）极大!&单调，若C是!&单调且（EF"C）（!）D
!对于所有"56成立。
我们可以定义极大!&单调映象G的预解算子如

下：

H
G

"（?）D（EF"G）
&.
（?） #?$!

其中常数"56且!：!2!%!是严格单调映象。
假设映象)，I，<，+，J：!%〔6，.〕，K#??9映

象!"，!(，!’，!L，!M：!%K（!）/ N，O：!%!，1，G：!2
!%!是单值映象。假设C：!2!%0!是集值映象且

对#9$!，C（·，9）：!%0!是极大!&单调的。假设对
于所有8$!，（N&O）（8）DN（8）&O（8）且（N&O）（!）’
+,OC（·，9）的值域非空。给定-$!，我们考虑如下
问题：

求8，#，$，P，9，?$!使得!" 8（#）&)（8），!( 8（$）&

I（8），!’ 8（C）5’（Q），!L 8（9）&+（8），!M 8（?）&J（8），
（N&O）（8）$+,OC（·，?）且

-$1（#，$）&G（P，9）FC（（N&O）（8），?） （./.）
这个问题被称为完全广义K#??9非线性隐拟变分包
含。

二 迭代算法

引理0/. 8，#，$，P，9，?$!是问题（./.）的解当
且仅当

N（8）DO（8）FH
C（·，?）

" （（N&O）（8）&"1（#，R）F"G（P，

9））F"-） （0/.）
其中 #$"（8），$$(（8），P$’（8），9$L（8），?$M
（8），（N&O）（8）$+,OC（·，?）且"56是常数。

证明 从H
C（/，?）

" 的定义很容易得到。

引理0/0〔B〕 设!：!2!%!是强单调且:3;*<=>3?连续，
其系数分别为#56和$56/ 设G：!%0!是极大&!单调

映象，则映象G的预解算子H
C

"是:3;*<=3>?连续的，系

数为
$
#
/即

"H
G

"（#）&H
G

"（R）"(
$
#
"#&R" ##，R$!

在式（0/.）的基础上，我们可以建立迭代算法。

假设!"，!(，!’，!L ，!M ：!%K（!）是五个满足条件
（E）的模糊映象，设"，(，’，L，M：!%’(（!）是五个

分别由!" ，!( ，!’ ，!L ，!M 引入的!&:3;*<=3>?连续的集
值映象。对于给定的86$!，存在 #6$"（86），$6$(
（86），P6$’（86），96$L（86），?6$M（86），且

8.D86&（N&O）（86）FH
C（·，?6）

" （（N&O）（86）&"1（#6，$6）F

"G（P6，96）F"-）
由〔B〕可得存在 #.$"（8.），$.$(（8.），P.$’（8.），
9.$L（8.），?.$M（8.），使得
"#.&#6"(（.F.）!（"（8.），"（86））
"$.&$6"(（.F.）!（(（8.），(（86））
"P.&P6"(（.F.）!（’（8.），’（86））
"9.&96"(（.F.）!（L（8.），L（86））
"?.&?6"(（.F.）!（M（8.），M（86））
由此我们可以得到如下算法：

算法0/. 假设!" ，!( ，!’ ，!L ，!M ：!%K（!）是五个满
足条件（%）的K#??9映象，设"，(，’，L，M：!%’(

（!）是五个分别由!"，!(，!’，!L，!M引入的!&:3;*<=3>?
连续的集值映象/ 映象N，O：!%!，1，G：!2!%!是
单值映象，设!：!2!%!是强单调和:3;*<=>3?连续，
系数分别为#56和$56，假设C：!2!%0!是集值映

象，对于任意给定的 86$!，我们能得到算法

8SF.D8S&（N&O）（8S）FH
C（·，?6）

" （（N&O）（8S）&"1（#S，$S）
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!!"（#$，%$）!!&）
其中’$!(（)$），*$!+（)$），#$!,（)$），%$!-（)$），.$!
/（)$）
"’$!01’$"#（0!（0!$）102（(（)$!0），(（)$））
"*$!01*$"#（0!（0!$）

102（+（)$!0），+（)$））

"#$!01#$"#（0!（0!$）102（,（)$!0），,（)$））
"%$!01%$"#（0!（0!$）102（-（)$!0），-（)$））
".$!01.$"#（0!（0!$）102（/（)$!0），/（)$））

$34，0，5，⋯

三 存在性和收敛性

定理670 假设!( ，!+ ，!, ，!- ，!/ ：2$8（2）是五个满
足条件（"）的8’..%映象，设(，+，,，-，/：2$,+

（2）是五个分别由!(，!+，!,，!-，!/引入的219:;<=>:?.
连续的集值映象，系数分别为 @0，@5，@6，@A，@B7设#：2C
2$2是$1强单调和%19:;<=>?:.连续的，设D：2C2$
2关于第一和第二变元是9:;<=>:?.连续的（系数分别
为;，E）和对于(第一变元是F1强单调的 7设"：2C
2$2关于第一和第二变元是9:;<=>:?.连续的（系数
分别为&，’）7设G：2C2$52，对于%%!2，G（·，%）
是极大#1单调的 7假设存在常数!H4和(H4使得对
%)，%，.!2

"I
"（·，)）

! （.）1I
"（·，%）

! （.）"#(")1%" （670）

设J，K：2$2 9:;<=>:?.连续的（系数分别是)，#）且
J1K：2$2是)1强单调的 7假设存在常数>使得对
%)，%!2

LK（%）1K（)），J（)）1J（%）H#>")1%"5 M675）
且存在常数!H4使得
*H+，F,H（01-）+! （,51（01-）5）（*51+5）"

,!1 F,1（01E）+
*51+5 # （F,1（01-）+51（,51（01-）5）（*51+5）"

*51+5
（6N6）

其中-3（0!,） 015)!5>!#5!)5" !(@B，*3;@0 +3E@5!&@6!’@

#
%%
$
%%
& A

则由算570得到的迭代序列｛)$｝，｛’$｝，｛*$｝，｛#$｝，｛%$｝
和｛.$｝分别强收敛于 )&，’&，*&，#&，%&和 .&，且（)&，’&，
*&，#&，%&和.&）是问题（070）的解7

证明 设,3 %
$
，O$30!

0
$
N由算法570可得

")$!01)$"3")$1（J1K）（)$）!I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D

（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1)$10!（J1K）（)$10）!I
G（·，.$10）
! （（J1

K）（)$10）1!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&）"

3"（)$1)$10）1〔（J1K）（)$）1（J1K）（)$10）〕!（I
G（·，.$）

!

（（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1I
G（·，.$10）
! （（J1

K）（)$10）1!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&））"
#"（)$1)$10）1〔（J1K）（)$）1（J1K）（)$10）〕"!"（I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1I
G（·，.$10）
!

（（J1K）（)$10）1!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&）"
（67A）
由（670）式和引理575得

"（I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1I
G（·，.$10）
! （（J1K）（)$10）1!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&）

"

#"I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）"!"I
G（·，.$）

! （（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，%$）!!&）1I
G（·，.$10）
!

（（J1K）（)$10）1!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&）"

#(".$1.$10"! %
$
"（J1K）（)$）1!D（’$，*$）!!"（#$，

%$）!!&1（J1K）（)$10）!!D（’$10，*$10）!!"（#$10，%$10）!!&）
"
3(".$1.$10"!,")$1)$101〔（J1K）（)$）1（J1K）（)$10）〕
1〔（)$1)$10）1!D（’$，*$）1D（’$10，*$10））1!〔"（#$，%$）1"
（#$10，%$10）〕"
#(@B&$")$1)$10"!,")$1)$101〔（J1K）（)$）1（J1K）

（)$10）〕"!,"（)$1)$10）1!D（’$，*$）1D（’$10，*$））"!

,!｛"D（’$10，*$）1D（’$10，*$10）"!""（#$，%$）1"

（#$10，%$10）"｝（67B）
由于D，"关于第一和第二变元是9:;<=>:?.连续的，
且(，+，,，-是219:;<=>:?.连续的，我们有

"D（’$10，.$）1D（’$10，.$10）"#E".$1.$10#&$E/5

")$1)$10" （67P）
""（#$，%$）1"（#$10，%$10）"#""（#$，%$）1"（#$10，%$）

"!""（#$10，%$）1"（#$10，%$10）"

#&"G$1#$10"!’"%$1%$10"#&·@6&$")$1)$10"!’·

@A&$")$1)$10"

3&$（&@6!’@A）")$1)$10" （67Q）

由于J和K是9:;<=>:?.连续的，且J1K是强单调的7根

据（675）7我们可得
")$1)$101〔（J1K）（)$）1（J1K）（)$10）〕"5

3")$1)$10"5!"（J1K）（)$）1（J1K）（)$10）〕"515L)$1
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!"#$，（%#&）（!"）#（%#&）（!"#$）’
(!!"#!"#$!)*!%（!"）#%（!"#$）!)*!&（!"）#&（!"#$）!)

*)+%（!"）#%（!"#$），&（!"#$）#&（!"）’#)+!"#!"#$，（%#&）
（!"）#（%#&）（!"#$）’
"!!"#!"#$!)*!)!!"#!"#$!)*")!!"#!"#$!)#)"!!"#
!"#$!)*),!!"#!!)

(（$*!)*")#)"*),）!!"#!"#$!) （-./）
由于0关于第一和第二变元是12345,267连续的，且关
于第一变元是强单调的，我们得到

!（!"#!"#$）##（0（8"，$"）#0（8"#$，$"））!)

(!!"#!"#$!)#)#+!"#!"#$，0（8"，$"）#0（8"#$，$"）’*#)!
0（8"，$"）#0（8"#$，$"）!)

"!!"#!"#$!)#)#%!!"#!"#$!)*#)&"#)9$!!"#!"#$!)

(（$#)%#*&"9)$3)#)）!!"#!"#$!) （-.:）
由式（-.;）<（-.$=）可得
!!"#$#!"!"’"!!"#!"#$! （-.$=）
其中

’"(("*)"（#），("(（$**） $#)"*),*!)*")! *&"+,>，

)"（#）(* $#)%#*&
)

"9

)

$ 3
)
#
)! *&"*（?9)*&9-*-9;）#.

设

’((*)（#），((（$**） $#)"*),*!)*")! *+,>，)（#）(*

$#)%#*9
)

$3
)
#
)! *（?9)*&9-*-9;）*#.

我们可以得到当"#@时’"#’.由式（-.-）—（-.>）有
="’"$.于是对于充分大的 "有 ’"+$.因此由式

（-.$=）有｛!"｝是AB85,C序列 .设当"#@时 !"#!$.从
算法).$，我们有
!8（"*$）#8"!"（$*（$*"）#$D（E（!"*$），E（!"））"9$

（$* $
"
）!!"*$#!"!

!F"*$#F"!"（$*（$*"）#$D（G（!"*$），G（!"））"9)

（$* $
"
）!!"*$#!"!

!H"*$#H"!"（$*（$*"）#$D（A（!"*$），A（!"））"9-

（$* $
"
）!!"*$#!"!

!C"*$#C"!"（$*（$*"）#$D（I（!"*$），I（!"））"9;

（$* $
"
）!!"*$#!"!

!7"*$#7"!"（$*（$*"）#$D（J（!"*$），J（!"））"9>

（$* $
"
）!!"*$#!"! （-.$)）

因为｛!"｝是AB85,C序列，从（-.$$），我们知道｛8"｝，

｛F"｝，｛H"｝，｛C"｝和｛7"｝也是AB85,C序列.设当"#@时，
8"#8$，F"#F$，H"#H$，C"#C$，和 7"#7$.
另一方面，我们有

K（8$，E!$）"!8$#8"!*K（8$，E!$）"!8$#8"!*D
（E!"，E!$）"!8$#8"!*9$!!$#!"!#=（"#@）。由
此知8$%E!$，类似地，我们有F$%G!$，H$%A!$，C$

%I!$和7$%J!$，因此，（!$，8$，F$，H$，C$，7$）是问
题（$.$）的解.定理得证。

) )

)
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