
在讲授高等数学过程中，如何将高等数学的原

理和方法运用于初等数学，如何解决高等数学与中

学数学脱节的现象，是高等院校在数学教学中需要

探讨解决的问题之一。

许多初等数学中的问题，往往蕴含着数学中的

较高层次理论的再实践的问题。如能在教学中有意

将高等数学的原理、方法应用于一些初等数学的证

明、计算，不仅可以开拓学生的视野，而且可使学生

体会到用高等数学的原理、方法解决初等数学问题

时，居高临下，驾轻驭熟的感觉，进而了解高等数学

与初等数学密不可分的关系。

例如：不等式是数学中不可缺少的工具之一，有

许多不等式在数学研究中有着重要的作用。但用初

等数学知识证明一些不等式比较困难，下面利用高

等数学的原理和方法，就不等式的证明给出几种证

法。

一、利用函数的单调性证明不等式

我们知道对定义在区间（!，"）内的函数#（$），若

#%（$）&’（或#%（$）!"），则函数#（$） 在（!，"）内严格增

加（或严格减少）。根据函数的单调性，可证明不等

式。

例# 证明不等式$( $$
$ !%&（#’$）)$，（其中$("）

证明：先证：%&（#’$）)$)

设#（$）*$*%&（#’$），则 #%（$）+#* #
#’$

("（,("），-.（$）

单调增加，又+#（"）+"，-当$("时，#（$）("，即：%&（#’
$）)$,

再证：$* $$
$ !%&（#’$）

设#（$）*%&（#-$）(（$( $$
$

），则#（"）+"，#%（$）* #
#-$
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!（!!"）# ""

!$" %&
（"%&）’当"%&时，(（"）%&，即："! ""

" )#$

（!$"）

二、 利用微分中值定理证明不等式

拉 格 朗 日 中 值 定 理 ：若 函 数 (（"）在〔*，+〕上 连

续，在（*，+）内可导，则(（+）!(（*）#(,（!）（+!*），其中

!!（*，+）。

下面用中值定理再证例!
证明：先证：#$（!%"）)"&
设-（.）’#$（!%.），考 虑 区 间〔(，"〕，显 然-（.）在

〔(，"〕上连续，在（(，"）内可导，由拉格朗日中值定理

得 ：#$（!%"）)#$（!%(）’ !
!%!

（*)(）即 ：#$（!%"）’ "
!%!

（!!(，"））

将!换成(得：#$（!%"）’ *
!%!

+" 即：#$（!%"）+"。

三、 利用泰勒公式证明不等式：

若函数(（"）在〔*，+〕上存在连续$%!阶导数，则

""!〔*，+〕有泰勒公式：

(（"）#(（*）% (,（*）

!！
（"!*）% (-（*）

"！
（"!*）

"
%⋯% (

（/）

（*）

/！
（"!

*）
/
$ (

（/$!）

（!）

（/$!）！
（"!*）

$%!
其中：

!!（*，"），当*’(，该公式称为马克劳林公式，即：

(（"）#(（(）% (,（(）

!！
*% (-（(）

"！
"

"
%⋯% (

（/）

（(）

/！
"
/
%

(
（/$!）

（!）

（/$0）！
"
/$!

，其中!!（(，"），下面用马克劳林公式再

证明例!
证 明 ：设 (（"）’#$（!%"），由 一 阶 马 克 劳 林 公 式

有：

#$ （!%"）’#$!% !
!%(

" % !
".

)!

（!%!）
"
"

"
（!!（(，"））

/#$（!%"）+"
再由二阶马克劳林公式有：

#$（!%"）’#$!% !
!%(

"% !
".

)!

（!%(）
"
"
"
% !
0.

!

（!%!）
0
"
0
，

其中!!（(，"）

/#$（!%"）1") ""

"

从而：") ""

" +#$（!%"）+"，（其中"1(）

四、 利用函数的极值证明不等式：

利用函数的极值证明不等式，是先由不等式构

造辅助函数，找出函数的极值点，然后由极值得不等

式。

例" 证明：当"!〔(，!〕时，有不等式
!

"
1)!
#*

1
%

（!)"）
1
#! 其中1$! 为实数

证明：设(（"）#"
1
$（!)"）

1
， 则(,（"）#1〔"

1!!
)（!)

"）
2)!

〕，令(,（"）’(得"’ !
"

当"!〔(，
!
"

）时，(,（"）+(，当

"!（
!
"

，!〕时，(,（"）1( /"’ !
"

为(（"）的极小值点，

又因3（(）’3（!）’!

/"’ !
"

为3（"）的最小值点，"’(，"’!为(（"）的最大值

点，

/ !
"
2)! ’3（

!
"

）#*
2
%（!)*）

2
#3（!）’!

五、 利用函数的凸性证明不等式。

凸函数是一类特殊函数，其定义为：

定 义 在 区 间〔*，+〕上 的 函 数 (（"）下 为 下 凸（上

凸）的是指：对于任意的"!，""!〔*，+〕 及任何满足"

!%""’!的非负实数"!，""有：

(（"!"!%""""）#"!(（"!）%""(（""）（(（"!"!%""""）$"!(

（*!）%""(（""））

由定义及数学归纳法可得下面结论：

若(（"）为区间〔*，+〕上的下凸（上凸） 函数，则

对〔*，+〕内任意$个点"!，""，⋯，"$及满足

/

2’!
!"4’!的实

数"!，""，⋯，"/有下面不等式：

(（
/

2’!
!"!"!）#

/

2’!
!"!(（"!） （(（

/

2’!
!"!"!）$

/

2’!
!"!

(（"!））

命题：如果(（"）在（*，+）内存在二阶导数(3（"），

若对任意"!（*，+）有(3（"）1(（(3（"）+(），则函数(（"）

在（*，+）内为下凸（上凸）。

下面利用函数的凸性证明不等式。

例0 设*!，*"，⋯，*/为$个正数，证明：
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!
!
"!
" !
"#
"⋯" !

"$

! "!"#⋯"!
!
! !

"!#"##⋯#"!

!

证明：令$（%）%&$%，在$（%）在（’，(）内二阶可导且

$&（%）)’，从而$（%）为凸函数，取*+%,+得：

&$
"!""#"⋯""!

!
"&$ "!"#⋯"!

!
!

从而不等式右端成立，将
!
"’

代替"’得左端不等式。

六、 利用积分不等式证明不等式

若函数$（(），)（(），*（(）在区间〔"，+〕上可积且满

足$（(）!)（(）!*（(），则有

+

"
"$（(）,(!

+

"
")（(）,(!

+

"
"*（(）,(

下面利用定积分不等式证明例!
证明：因为当%-’时有!.%#)!)!"/，所以有：

(

’
"（!.%）,/)

(

’
" !

!"/
0/)

(

’
"0/，即：(. (#

# )&$（!"*）)*。

七、 利用定积分的定义证明不等式

若 函 数 $（(）在〔"，+〕上 可 积 ，则 有 ：
+

"
"$（(）,(%

(

’%!
#$（!’）#(’

例1 证明，存在正常数2)!，对$!-’，有： !!

" #! "⋯" !! )-!
3
#

。

证 明 ：设 $（(）. (! ，(%〔’，!〕，则 存 在 正 常 数

2)!有：
!

’
" (! ,(.-，又由定积分的定义有：

-%
!

’
" (! ,(-（ !

!! " #
!! "⋯" !

!! ）·
!
!
%

!! " #! "⋯" !!

!
3
#

即： !! " #! "⋯" !! /-!
3
#

。

!"#$%&’(
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