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【 摘 要】 本文主要是解决了一些常见的*元整数变量的对称函数，在条件
*

+,&
!-+,. -+!"，+,&，!，⋯，* （&）

下的最小值、最大值问题，及其相关的一些问题，式中.是取定的正整数常数。
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一 *维整数点集 2.

设 -&，-!，⋯，-*是*个整数变量，.是一个取定的

正整数常数，构作*维整数点集。

2.,｛（-&，-!，⋯，-*）
*

+,&
!-+,. -+!"，+,&，!，⋯，*｝（!）

这是本文所要研究的函数3（4）,3（-&，-!，⋯，-*）的定

义域，对于点集2.中的点0（5&，5!，⋯，5*），如果它的

任意两个分量5+、56之差的绝对值75+$567"&，则称该点

是点集2.中的一个8
·
极

·
点，如果存在两个分量 5+、56，

使得75+$567,.，则称该点是点集2.中的一个9
·
极

·
点。

作整数的带余除法，可得

.,*:;< ""<=* （%）

于是点0（5&，5!，⋯，5*）是点集2.的一个8极点的充

分且必要的条件是，数组 5&，5!，⋯，5*是*$<个非负的

整数:，及<个正整数:;&组成的，是点集2.的一个9极

点的充分且必要的条件是，数组 5&，5!，⋯，5*中恰有

一个 5+,.，而其余的分量全为"，由此推出点集2.中

恰有 >*

<
个 8 极点，恰有 >*

&
，即*个9极点。

若点集2.中的点0（5&，5!，⋯，5*）不是8极点，那

么存在分量 5+、56，使得 5+$56,!?;!，式中的?是一个

正整数，!,"，&，对于正整数"，如果"="=?，令

5@+,5+$"，5@6,56;"，则有 5@+!"，56!"，

5@+$5@6,（5+$"）$（56;"）,（5+$56）$!"
,（!";!）$!",!（?$"）;!

由此推出 5@+$5@6 ,!（?$"）;!= 5+ $56
5@+;5@6,（5+$"）;（56;"）,5+;56

并以5@+，5@6分别取代点0的分量 5+、56，即得点 0&，这

称为是对点0施行了一次
·
变

·
换，点 0&是由点0施行了

一次上述的变换得到的，综上所述显然有 0&#2.
法国数学家费尔马（&("&—&(()）在研究不定方

程 -*;A*,B*（*!%）无非零整数解时，首创了无穷递降

法，我们将应用这一方法证明本文中的重要定理，即

8极点可达性定理，及流传甚广的，尚未获证的所谓

-;&角谷定理C猜想）。

定理& 对整数点集2.中的任意点0（5&，5!，⋯，

5*）总可以经过有限次的变换，而得到2.中的一个8
极点。

证明：如果点0就是2.的一个8极点，则可以认

为结论已成立，如果点0不是2.的8极点，那么对点

0连续施行若干次变换，可得到2.中的点列，

0、0&，0!，⋯，0DE⋯ （#）

式中从第!点 0&起，每一点都是它前面相邻的点经

过一次变换得到的。

令函数F（-）,
*

+,&
!-

!

+ ， 构作数列

F（0），F（0&），F（0!），⋯，F（0D），⋯ （)）

易知这是一个严格递减的正整数列，因此它不可能

是无穷的，因此点列（#）也必是有限的，设 0D 是该点

列中的最末一点，它当然是2.中的一个8极点，即对

·

·
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于点!总可以经过有限次的变换，而得到点集"#中

的一个$极点。

定理% 设&维整数点集"#中的任一’极点(，及

任一点!（)*，)%，⋯，)&），那么总可以对(施行有限次

适当的变换，将其变为点!。

证明：不妨设点(的最后一个分量为+，（推出）

其余的分量全等于,，又点!的分量 )*，)%，⋯，)&是递

增顺序的，即 )*!)%!⋯!)&。连续对(作变换，可得

(（,，,，⋯，#）

"(*（)*，,，⋯，#-)*）
"(%（)*，)%，⋯，#-)*-)%）

⋯⋯⋯⋯⋯⋯

"(&（)*，)%，⋯，)&）
(、(*、(%、⋯、(& 显然都是点集"#中的点，最后的那

点 (&就是"#中的已知点!。

对于正整数)，如果)是偶数，则将它除以%，若)
是奇数，则加上*，这称为是对正整数)的一次运算。

定理（./*），任一正整数)，都可以经过有限次运

算，而得到正整数*。

证明：当 ),0*，%，1时，其结论是显然的，当 ),21
时，对它连续作上述的运算若干次，可得到正整数列

),，)*，)%，⋯，)3，⋯ （4）

此数列从第%项 )*起，每一项都是它前面相邻项经过

一次运算得到的，我们只须证明这个数列中必有某

项 )! 0*，%，1即可，（反证法）如果数列（4）中各项均

大于1，即 )321，30,，*，%，⋯根据运算的定义可列出

下表。

)3 )3/* )3/% )3-)3/%
56 %6 6 16
56/* 56/% %6/* %6
56/% %6/* %6/% %6 （7）

56/1 56/5 %6/% %6/*

由此推出 )32)3/%，30,，*，%，⋯ （8）

由此可得到数列（4）的无穷子数列

),，)%，)5，⋯，)%3，⋯ （9）

这是一个严格递减的正整数无穷数列，此为矛盾，因

此数列（4）中必有某项 )!!1，即 )!0*，%，1，因此角谷

定理（./*）对于任意的正整数)都是成立的。

顺便指出角谷定理:./*是不成立的，如当)0*7
时，按:./*运算的定义，可得

*7，84，51，%*4，*,8，:5，%7

*14，48，15，*7，⋯，循环！。 （*,）

数列（*,）中显然不存在正整数*。

二 一类多元整数变量的对称函数的最

小值及最大值

设整数点集"#的全部$极点是 ;*，;%，⋯，;" 全

部’极点是 <*，<%，⋯，<#，若=（.）是定义在点"#上的&
元对称函数，于是显然有

=（;*）0=（;%）0⋯0=（;"） （**）

=（<*）0=（<%）0⋯0=（<#） （*%）

由 于 &维 整 数 点 集"#是 有 限 点 集 ， 它 是 由

&/#-*! "#
个点组成的，因此任何定义在点集"#上的&

元函数（不一定是对称的）=（.），在"#上都存在最小

值及最大值。

定理1 设点集"#中的任意点!（)*，)%，⋯，)&）经

一次变换，得到的点是(（>*，>%，⋯，>&），两点;、<分

别是"#的任一$极点和’极点，&元整数变量的对称

函数?（.）的定义域是&维整数点集"#，那么

@A当?（!）#?（(）成立时，函数?（.）在点;处取最

小值?（;），在点<处取最大值?（<）。

@@A当?（!）!?（(）成立时，函数?（.）在点<处取最

小值?（<），在点;处取最大值?（;）。

证明：$对于任意的&维整数点B$"#，由定理*
知，可对点B施行有限次的变换，得到一个$极点;@，

即有

B"B*"B%"⋯⋯"B3（0;@） （*1）

&元函数?（B）是对称的，又由已知@的条件，推出

?（B）#?（B%）#?（B1）#⋯#?（B3）0?（;） （*5）

这表明点集"#中的全部$极点都是函数?（B）取最小

值的点，即函数?（B）在任意的$极点;处取最小值

?（;），同样地可以证明，数?（B）在任意的’极点<处都

取得最大值?（<），综上所述可知，结论@成立。

%类似地可以证明，结论@@也成立。

例*，下列各&元对称多项式函数，称为是&元基

本对称多项式，如果它们的定义域都是点集"#，求

它们的最大值及最小值。

&3 C.*D.%D ⋯ ，.&E 0% . @* . @%
⋯ . @3 3 0*D%D ⋯ &

C*:E 它是变量.*D.%D⋯，.&的一切3组合乘积之和。

解：对于&BC.*D.%D⋯，.&E$"#D如果B不是"#的

$极 点 ，不 妨 假 设 有 分 量.*D. % 使 得 .*-.% 2*D

########################
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令 !"#$!#%! !"&$!&’! !"($!( ($)*⋯，+。 式中

,-&!-!#%!& 作变换.!."/!"#*!"&*⋯，!"+0作计算。

"1/.0%"1/.20$"!(#!(&
⋯ !(1 %"!"(#!"(& ⋯!"(1

$/!#!&"1%&/!)*⋯，!+0’/!#’!&0"1%#/!)*⋯，!+0’"1/!)*⋯，!+00

%/!"#!"&"1%&/!"#*⋯，!"+0’/!"#’!"&0"1%#/!")*⋯，!"+0’"1/!")*⋯，!"+00
$%!//!#%!&0%!0"1%&/!")*⋯，!"+0#,

即有 "1/.0#"1/."0 1$#*&*⋯，+ /#30
由此并根据定理)、((知，"1（.）在任意的4极点5处取

得 最 大 值"1（5），在 任 意 的 6 极 点 7 处 取 最 小 值

"1（7）， 1$#，&，⋯，+。

当1$#时，基本对称多项式"#（.）$
+

($#
!!(，它的最

大值 "#（5），与最小值 "#（7）相等，它们都等于常数

8，当19#时，直接计算可知，基本对称多项式"1（.）

的最大值"1（5）$"
($,

8:

;
8

(

:%

1%(

+%:<
1%(
（<’#）; 最小值是

"1（7）$,。

例&：设定义在整数点集=>上的?元对称多项式

函数，@（.）$@（!#，!&，!)，!?）$"!
&

(#!(&!() （#A）

求这个函数的最小值及最大值

解：由已知可得

@（.）$@（!#，!&，!)，!?）$"!
&

(#!(&!()

$!
&

#!&!)’!
&

&!#!)’!
&

)!#!&’!
&

?!#!&’!
&

#!&!?’!
&

&!#!?

’!
&

)!#!?’!
&

?!#!)’!
&

#!)!?’!
&

&!)!?’!
&

)!&!?’!
&

?!&!)

$!#!&/（!)%!?）
&’（!#’!&）（!)’!?）0

’（!#’!&）!)!?（!#’!&’!)’!?） （#B）

对于%.（!#，!&，!)，!?）#=>，如果不是点集=>中

的4极点，不防假设有 !#%!&9#，令!"#$!#%!，!"&$!&’!，

!")$!)，!"?$!?，式中,-&!#!#%!&，作变换

.!."（!"#，!"&，!")，!"?）

即得 @（.）%@（."）$"!(#

&
!(&!()%"!"

&
(#!"(&!"()

$（!#!&%!"#!"&）!)!?（!#’!&’!)’!?）

$%>!〔（!#%!&）%!〕!)!?#,
因此推出 @（.）#@（."） （#C）

由定理?D((知，函数@（.）在点集=>的任一4极点5处，

都取得最大值@（5），而在任意的6极点7处，都取得最

小值@（7）。

例)：设下列+元整数变量的对称函数，它们的定

义域都是+维整数点集=>。

@#（.）$!#E!&E⋯!+E （&,）

@#（.）$
+

($#
!!(！ （&#）

求它们的最小值及最大值。

解：对于%.（!#，!&，⋯，!+）&=>，如果.不是4极

点，不妨假设有 !#%!&9#，令!"#$!#%!，!"&$!&’!，

!"($!(，($)，⋯，+，,-&!#!#%!&，由此推出!"#$!"&，作变

换

.!."（!"#，!"&，⋯，!"+）计算

@（.）

@（."）
$ !#E!&E⋯!+！

!"#E!"&E⋯!"+E
$

!#E!&E
!"#E!"&E

$ !#E!&E
（!#%!）E（!&’!）E

$ !#（!%#）⋯（!#%!’#）

（!&’!）⋯（!&’#）
9#

由此推出 @#（.）9@#（."） （&&）

@&（.）%@&（.2）$（!#E’!&E）%（!"#E’!"&E）
$〔（!"#’!）⋯（!"#’#）!"#！’!"&！〕%（!"#！’!"&！）

9（&!"#！’!"&！）%（!"#！’!"#！）9,
由此推出：@&（.）9@&（."） （&)）

由定理)F(推出，函数 @#（.），@&（.）在任意的4极

点5处，分别取得最小值 @#（5），@&（5），在任意的6极点

7处，分别取得最大值 @#（7），@&（7），它们都等于>！。

三 一类特殊的+元对称函数的最小值

令#（!）是整数变量!的一元函数。

@（.）$@（!#，!&，⋯，!+）$
+

($#
!#（!(） （&?）

是整数变量 !#，!&，⋯，!+的+元函数，显然@（.）是对称

的，如果它的定义域是+维整数点集=>，如前所述，

这个函数存在最小值和最大值。

定理? 设G（H）$#（I%H）’#（J’H） （&K）

是整数变量H的函数，,#&H#I%J式中I、J是非负的整

数常数，且,#J#I#I’J#>，那么

(F如果G（H）是递减函数，那么函数@（.）在任意的

4极点5处，取得最小值@（5），在任意的6极点7处，取

得最大值@（7）。

((F如果G（H）是递增函数，那么函数@（.）在任意的

6极点7处，取得最小值@（7），在任意的4极点5处，取

得最大值@（5）。

推论 设#（H）是连续变量H的&阶可微分函数，

其余条件与定理?相同，那么

(F当#L（H）$,（,-H->）时，函数@（.）在任意的4极

点5处，取得最小值@（5），在任意的6极点7处，取得

最大值@（7）。 （下转#,A页）
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（上接!"#页） $$%当!&（’）!"（"(’()）时，函数*（+）在

任意的,极点-处，取得最小值*（-），在任意的.极点

/处，取得最大值*（/）。

本节中的定理，及其推论都是定理0的直接结

果，因此其详细证明略。

例#：设下列整数变量的1元对称函数，它们的定

义域都是1维整数点集2)。

*!（+）3
1

$3!
!4

"

$ "5" （67）

*6（+）3
1

$3!
! !

!84
0

$

（69）

求它们的最小值，及最大值。

解：#设!!（’）3’"是连续变量’的函数，当"3!时，

显然有!&!（’）3"，由此及推论$、$$可知函数*!（+）在任

意的.极点/处，及任意的,极点-处的取值既是最小

值，也是最大值，这一结论容易直接验证。

设""!，可得!&!（’）3"（":!）’":6 "(’()

当"5!时，推出!&!（’）5"，此时函数 *!（+）3
1

$3!
!4

"

$ 在任

意的.极点/处，取最小值*!（/），在任意的,极点-处，

取最大值*!（-），当"("(!时推出!&!（’）("，此时函数

*!（+）在任意的,极点-处，取得最小值 *!（-），在任意

的.极点/处，取最大值 *!（/）。

$设!6（’）3 !
!8’0

是连续变量’的函数，它的6阶导

数!&6（’）3 7（6’#:’）
（’08!）0 #"（"!’!)），因此整数变量的1

元对称函数*6（+）3
1

$3!
! !

!84
0

$

在任意的.极点/处取最

小值，在,极点-处取最大值。
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1

$3!
! <$

=$

4:>$" #的最小值的快速求解法

!、将 原 问 题 转 化 为 ：

1

$3!
!"$

4:
%$

"$
" $，%$

"$

!

%$8!

"$8!

，$3!，6，⋯，1:!；其中"$5"，$3!，6，⋯，1。

6、计算
!
6
（"!8"68⋯8"1）；

0、求出"?使得"!8"68⋯8"?(
!
6
（"!8"68⋯8"1）

⋯⋯⋯⋯（!）

且" !8" 68⋯8" ?8" ?8!#
!
6

（" !8" 68⋯8" 1 ）

⋯⋯⋯⋯（6）

#、#当式（6）中等号不成立时，43
%?8!

"?8!

，为@（4）

唯一的最小值点。

当式（6）中等号成立时，$4%
%?8!

"?8!

，
%?86

"?86
% &均为

@（4）的一个最小值点。

三、应用举例

例!：设4为实数，且@（4）3A48!A8A486A8A480A8A48

#A8A48BA，求@（4）的最小值。

解：

整理得@（4）3A4:（:B）A8A4:（:#）A8A4:（:0）A8A4:（:
6）A8A4:（:!）A

易知?36，"03!，%03:0，
%0

"0

3:0，C$1@（4）3@（:0）3

7
例6：设4为实数，且@（4）3A648!A8A0480A8A4:6A87，

求@（4）的最小值。

解：

整理得@（4）30A4:（:!）A86A4:（:! D 6）AA4:6A87
易知C$1@（4）3@（:!）3!"，且C$1@（4）3@（’）3!"，

’%〔:!，: !
6

〕

例0：设4为实数，且@（4）3A 6’ 48!A8A0480A8A4:
6A87，求@（4）的最小值。

解：

整理得@（4）30A4:（:!）A8 6’ A4:（:! D 6’ ）A8A
4:6A87

易知C$1@（4）3@（:!）3!": 6’

注释与参考文献：

〔!〕华东师范大学数学系编%数学分析（上册）〔E〕%高等教育出版社

((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((

!"9· ·


